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Resumen

La teoria de Categorias es una rama de las matemaéticas que ha tenido gran desarrollo
desde mediados del siglo pasado, donde la generalizacién de lo “universal” ha sido el principal
motivo de estudio en las categorias. Tal generalizacién permite realizar una dialéctica entre
las estructuras de la matematica, ya sean éstas algebraicas, légicas, conjuntistas o analistas;
a través de definiciones universales que capturan dichas propiedades estructurales. De esta
manera, a continuacién se realiza un breve estudio de los espacios de Banach como estructuras
categoricas y la representacion que a éstos espacios puede darse de la manera més universal
posible.

1. Teoria de Categorias

Definicién.
Una categoria C es una estructura constituida por

(1) Una coleccion de objetos denotada por Ob(C).

(2) Para cada par de objetos X,Y € Ob(C), un conjunto de morfismos denotado H(X,Y) o
C(X,Y); y cada elemento f € H(X,Y) se representa de la forma X Ly,

(3) Una operacion de composicién asociativa o tal que para todo f € H(X,Y) y g € H(Y, Z)
gofe H(X, Z).

(4) Para cada conjunto H (X, X) existe idx € H(X,X) tal que foidx = f yidxog=g.

La teoria de Categorias, generaliza la nocién del mundo conjuntista en el cual se centra la mayoria
de las matemadticas; por esta razén; la categoria de conjuntos Set ha sido de mucho estudio y fuerte
relacién con las demads categorias. Asi pues, en la categoria Set los objetos son conjuntos; para cada
par de conjuntos A, B; H(A, B) es simplemente las funciones entre A y B; y la ley de composicién
es naturalmente la composicién usual entre funciones.

Otros ejemplos de categorias son la categoria Top de espacios topoldgicos y cuyos morfismos son
las funciones continuas entre espacios topoldgicos; o la categoria Grp de grupos y los morfismos
los homomorfismos entre grupos.




Asi existen cientos de categorfas, unas con estructura algebraica (Grp, GrpAb, Mod, etc), o
topoldgica (Top, Haus, Stone); o simples categorfas constituidas por un par de objetos y unos
cuantos morfismos entre estos.

Una categoria se dice pequena si su coleccién de objetos es un conjunto y no una clase propia,
como es el caso de las categorias mencionadas hasta el momento.

1.1. Morfismos distinguidos

En las categorias existen cierto tipo de morfismos que son de mayor interés, ya que cumplen cierta
propiedad que generaliza las propiedades de las funciones usuales entre conjuntos, es decir, inyec-
tividad, sobreyectividad y biyectividad. De ahora en adelante se supondra que se esta trabajando
en una categoria arbitraria C

Definicion.

Sea X L. ¥ morfismo en C.

(1) Se dice que f es monomorfismo si siempre que dadas Z L X,z X tales que fog= foh
esto implica que g = h.

(2) Se dice que f es epimorfismo si dados Y EN zZ,Y L, 7 tales que go f = ho f entonces g = h.
(3) Se dice que f es isomorfismo si existe Y 2 X tal que fog=ridy y go f =idx

Si un morfismo es a la vez monomorfismo y epimorfismo entonces se dice que es bimorfismo. No
existe dificultad alguna en verificar que todo isomorfismo es bimorfismo. Dos objetos son isomorfos
si existe un isomorfismo entre ellos.

1.2. Productos y Coproductos

Los productos y coproductos en categorias generalizan la nocién usual de producto cartesiano y
unién disyunta en sentido conjuntista.

Definicién.
Sea (X;)ies una familia de objetos de una categoria C. El producto de esta familia (si existe); nota-
do [[,c; Xi es un objeto de la categoria junto una coleccién de morfismos (;)icr, [ [;c; Xi oL X

llamados proyecciones tal que cumple la siguiente propiedad universal:

. . . fi . . . ..
Si existe Z objeto y (fi)icr, Z — X; una coleccién de morfismos, entonces existe un tinico morfismo

z2 [I;c; Xi tal que m; 0 @ = f;. La representacion de esta situacion estd dada de la siguiente
manera:



Definicién.
Sea (X;);cs una familia de objetos de una categoria C. El coproducto de esta familia (si existe); no-

tado [ [;c; Xi es un objeto de la categoria junto una coleccion de morfismos (ti;)icr, X; L, [Lic; Xi
llamados inyecciones tal que cumple la siguiente propiedad universal:

. . . fi ., . L.
Si existe Z objeto y (fi)icr, X; — Z una coleccién de morfismos, entonces existe un tinico morfismo

e Xi 2, 7 tal que ® ot; = f;. La representacion de esta situacion estd dada de la siguiente
manera:

1.3. Limites y Colimites

Los limites y colimites generalizan la nocién de productos y coproductos expuesta en la seccién
anterior; mas ain, cada uno de éstos es un caso particular de limites y colimites respectivamente.

Definicion. h
Un funtor F, es una correspondencia C — D entre dos categorias C,D tal que:

(1) F es una funcidn entre los objetos de las categorias, es decir, para cada objeto A € Ob(C),
FA € Ob(D).

(2) Para cada par de morfismos f € C(A,B), g € C(B,C) se tiene que Ff € D(FA,FB),
FgeD(FB,FC) y ademds F(go f) = Fgo Ff.

(3) Para cada objeto A € Ob(C), Fidy = idpa.



Sean C D, D %, C funtores. Se dice que G es adjunto izquierdo de F', o que F tiene adjunto
izquierdo G, si para cada par de objetos C' € Ob(C) y D € Ob(D) si existe una correspondencia
biyectiva entre los conjuntos C(GD, X) y D(D, FX).

Definicién.

Sea C una categoria y D una categoria pequena. Sea D A, C un funtor. Una familia espectral
es una coleccion (Ag)aep de objetos de C indexados por la categoria D, junto a una coleccion de

f 5
morfismos Ay —» Ay para cada d = d’ morfismo en D.

Definicion.
Sea (Aq)dep una familia espectral. Un objeto L junto con una colecciéon de morfismos (¢4)dep

se dice el limite de la familia espectral (si existe) si para cada d,d' € D y d S d el diagrama
conmuta.

Ag
o
L Is

N

Ad/

Ademds, si dado un objeto B junto con una familia de morfismos (14)qep tales que el diagrama

conmuta
Aq
wd/‘
B fs

N

Ay

existe un tnico morfismo B 2» L tal que Yg = pq o ® para todo d € D; es decir, el siguiente
diagrama conmuta.

El objeto L es tinico (médulo isomorfismo) y es denotado por L = lim A,4



Sea D la categoria formada por (- — - « ). El limite P de esta familia espectral, llamado pullback
esta caracterizado por la siguiente propiedad universal

VA

‘A
P—Y

Dualmente se define la nocién de colimite para una familia espectral.
Definicion.
Sea (Ag4)dcp una familia espectral. Un objeto C' junto con una coleccién de morfismos (pq)dcp

se dice el colimite de la familia espectral (si existe) si para cada d,d" € D y d S diagrama
conmuta y C satisface la propiedad universal

En este caso, el colimite de una familia espectral es inico (médulo isomorfismo) y se denota lim A,.
—

Sea D la categoria formada por (- «— - — -). El colimite R de esta familia espectral, llamado
pushout esta caracterizado por la siguiente propiedad universal
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2. Categoria Ban

Sea Ban la coleccién de todos los espacios de Banach sobre un cuerpo K (que puede ser R o
C). Para evitar problemas tedrico conjuntistas, supongamos que todos los espacios de Banach son
“pequenos”; es decir, pertenecen a algin universo dado.

Existen dos importantes categorias relacionadas con Ban, dadas por las definiciones presentadas a
continuacion.

Definicion.

(1) La categoria Ban., donde los objetos de esta categoria son los espacios en Ban y cuyos mor-
fismos son los operadores lineales acotados entre espacios de Banach. La ley de composicion
entre estos morfismos es naturalmente la composicién usual entre funciones.

(2) La categoria Ban;, constituida por los mismos objetos que la categoria anterior, pero donde los
morfismos entre espacios de Banach consisten iinicamente de todas las contracciones lineales,
es decir, los operadores lineales acotados [ que satisfacen || f|| < 1.

Se usard la abreviacién Ban para denotar la categoria Ban., o Ban; si alguna afirmacion se tiene
para ambas categorfas. El conjunto de todos los morfismos H(X,Y) en la categoria Ban,, coin-
cide con el espacio de Banach B(X,Y’), mientras que el conjunto de los morfismos H(X,Y) en la
categoria Ban; consiste de la bola unitaria cerrada en B(X,Y).

Antes de comenzar con la tarea de traducir los conceptos del analisis funcional a el lenguaje de la
teoria de Categorias, se probara el siguiente resultado sobre espacios de Banach, el cual serd de
utilidad para continuar con este mencionado proceso de traduccién

Proposicién 2.1.
Sea E un espacio de Banach y M un subespacio cerrado de E. Entonces el conjunto E/M es un
espacio de Banach con la siguiente norma inducida: para T € E/M,

1Z|| g/p = Wf{||z —m]|| : m € M}

Demostracion. Para evitar problemas de notacién, se omitird el subindice E/M en la norma co-
ciente, y por contexto se entendera qué norma se estara utilizando.

La norma esta bien definida, esto es, no depende del representante. En efecto, si T = 7 entonces
x—1y € M. Por tanto x — y + m € M para todo m € M, de esta manera se tiene que

7]] = int{|[z — ml| : m € M} = inf{|le — (& —y+m)[| : m € M} = inf{|[y —m|| : m € M} = 7]

Es evidente que ||Z|| > 0; también ||Z|| = 0 si y solo sf z € M = M (M es cerrado). Para probar
la desigualdad triangular, sean z,y € E; para € > 0 existen a,b € M tales que ||z — al| < |[Z|| + §
y [ly = ol| < |[7l] + §. Por lo tanto se tiene que ||T + || = ||z +y|| < |[(x + y) — (a + b)|| Puesto
quea+be M.

Asi se sigue que ||T +7|| < ||z —al| + ||y — b|| < ||Z]] + |[7]] +&. Ya que esto se tiene para todo
€ > 0 arbitrario; entonces se tiene inmediatamente la desigualdad triangular.

Para mostrar que para A # 0, [[Az|| = |A|||Z|| es suficiente notar que 3 € M para todo m € M.



Veamos ahora que E/M es completo. Note que ||[Z|| = inf{||y|| : v € Z}. Es suficiente mostrar
. o0 -

que toda serie absolutamente convergente es convergente. En efecto, sea ), ||Z5]|, convergente.

Dado n € N existe z,, € T, tal que |[z,]| < ||ZTn]| + 5. Por lo tanto Y o, ||2,|| es convergente y

ya que E es Banach entonces Y > | x, es convergente. Defina x = > 7 | &, y yx = 22:1 Tpn. Ya
J— k - — J— . oo — —
que Y =Y., 1 Tpn v ||T —Tkl| < ||z — yrl||; se tiene que > | T, = 7. O

Corolario 2.2.
Sea E espacio de Banach y M subespacio cerrado de E. La proyeccién canénica 7 : E — E/M es
un morfismo de Ban; y ||x|| = 1.

2.1. Caracterizacion de Morfismos en Ban

Proposicion 2.3.
Un morfismo f: X — Y en Ban es monomorfismo si y solamente si f es inyectivo.

Demostracion. f es monomorfismo si la igualdad fog= foh para g,h : Z — X se satisface si y
solo si g = h. Ya que fog= foh esequivalente a f o (%) = 0. Por lo tanto f es monomorfismo
si y solamente si foT =0 paraT : Z — X implica T' = 0.

Todo operador inyectivo f es monomorfismo, ya que f oT = 0 implica f(7(z)) = 0 para todo
z € Z, de donde se sigue inmediatamente de la inyectividad de f que T'(z) = 0 para todo z € Z.

Ahora sea f monomorfismo y considere Z = ker(f), el cual es espacio de Banach pues ker(f) es
un subespacio cerrado de X; y T : Z — X la inclusién. Entonces foT = 0 y por lo tanto T' = 0,
lo cual implica que Z = ker(f) = {0}, es decir, f es inyectivo. |

Proposicion 2.4.
Un morfismo f : X — Y en Ban es epimorfismo si y solamente si f(X) es denso en Y.

Demostracion. De la misma manera que en la demostracién anterior, se observa que f es epimor-
fismo si y solo si para cualquier g : Y — Z tal que g o f = 0 implica que g = 0.

Si f tiene imagen densa en Y y go f = 0, entonces para y = f(z) € f(X), se tiene que
g(y) = g(f(x)) = 0. Por lo tanto g se anula en f(X), ya que este es denso en Y por continuidad
de g se sigue que g(y) = 0 para todoy € Y.

Ahora sea f : X — Y epimorfismo, y considere m la clausura de f(X) en Y el cual es un
subespacio cerrado de Y, y por tanto Banach.

Considere g : Y — Y/ f(X) la proyeccién canénica. Entonces go f = 0 y por lo tanto g = 0, esto
es, f(X)=Y. O

Proposicion 2.5.
Sea f : X — Y morfismo. f es isomorfismo en Ban., si y solamente si f es biyectivo. f es
isomorfismo en Ban; si y solamente si f es una isometria inyectiva.

Demostracion. Suponga que f es isomorfismo en Ban.,, ya que f tiene inverso a izquierda y
derecha entonces f es inyectivo y sobreyectivo respectivamente. Contrariamente, si f es biyectivo,
el teorema de la aplicacién abierta garantiza que f~! es acotado.



Suponga que f es isomorfismo en Ban;, entonces f es inyectivo y sobreyectivo. Note que 1 = ||I]| =
[1£gll < 11f1lllgl| < 1 donde g es el inverso de £. Ya que |||}, [gl| < 1 se sigue que ||f]] = [gl| = 1
y por lo tanto f es una isometria. Contrariamente, si f es isometria y sobreyectivo, por el teorema
de la aplicacién abierta f~! es acotada. Veamos que ||f~!|| = 1; en efecto,

1= I =117 @) = =l = 1 @)= [yl
O

Ejemplo:

Note que todo isomorfismo en Ban es bimorfismo; es decir, es monomorfismo y epimorfismo. No es
cierto en general que todo bimorfismo sea isomorfismo; en efecto, considere i : I' — Cy la inclusién.
No existe dificultad en mostrar que este operador esta bien definido, es inyectivo y tiene imagen
densa (I! es denso en Cp).

Proposicion 2.6.
Todo morfismo f : X — Y en Ban; tiene la siguiente descomposicién canénica.

Donde 7 es la proyeccion canénica, f es la extension natural de f al espacio cociente, i es la
inclusion.

Se tiene que 7 es un operador cociente (sobreyectivo y acotado) e i es una inmersién isométrica.
Los morfismos f para los cuales f es un isomorfismo son llamados morfismos estrictos. De esta
manera, los monomorfismos estrictos son las inmersiones isométricas estrictas y los epimor-
fismos estrictos son los operadores cocientes estrictos.

Los epimorfismos y monomorfismos estrictos en Ban; pueden ser caracterizados en términos categdri-
Ccos:

Definicién.

Sea f : X — Y morfismo en Ban,. Suponga que f = m o e donde m es monomorfismo y e es epi-

morfismo entonces si esto implica que e es isomorfismo se dice que f es monomorfismo extremo;
contrariamente si se sigue que m es isomorfismo entonces f es un epimorfismo extremo.

Proposicién 2.7.
Sea f: X — Y un morfismo en Ban.

(i) f es monomorfismo extremo si y solamente si f es monomorfismo estricto.

(ii) f es epimorfismo extremo si y solamente si f es epimorfismo estricto.



Demostracion.

(i) Sea f : X — Y monomorfismo estricto; es decir, una inmersién isométrica. Suponga que
f = moe. Entonces, teniendo en cuenta que f es isometria y que ||m]l,|le]| < 1 se tiene que

=[] = [1f (@[] = [Im(e(@)I| < [le(@)]] <]zl

Por lo tanto e es una isometria sobreyectiva; y se sigue inmediatamente de la proposiciéon 1.5
que e es isomorfismo.

Por otra parte sea f monomorfismo extremo y f = i o f o7 su descomposicién canénica.
Luego f = (io ?) om, ya que i o f es monomorfismo y 7 es epimorfismo se tiene entonces
que 7 es isomorfismo; es decir, 7 es la identidad de X. Por lo tanto f = i o f, donde i es
monomorfismo y f es epimorfismo (proposicién 1.4); asi se tiene que f es isomorfismo; es
decir, f es monomorfismo estricto.

(ii) Sea f: X — Y epimorfismo estricto y f = m oe. Considere Z = ker(f). Entonces
f{|lx — 2| : z € Z} = || f(2)|| = [[m(e(2))[| < le(@)[| = lle(z = 2)|| < ||z + =[]

para todo z € Z. Luego ||m(e(z))|| = ||e(z)|| para todo x € X (propiedades del inf); es decir,
m es una isometria sobreyectiva (isomorfismo) ya que f es sobreyectiva.

Por otro lado sea f epimorfismo extremo y f = io fom su descomposicién canénica. De manera
andloga a lo anterior, ¢ es un isomorfismo; es decir, f(X) =Y y por lo tanto f = fom implica
que f es isomorfismo y se sigue que f es epimorfismo estricto.

]

Teorema 2.8 (Banach-Schauder).
Un morfismo f : X — Y en Ban; es epimorfismo estricto si y solamente si f(Bx) es denso en By ;
donde Bx,By denotan la bola unitaria cerrada en X,Y respectivamente.

Demostracion. Veamos que si f(Bx) es denso en By entonces [ es sobreyectiva. En efecto; para
n € N, el conjunto f(%BX) es denso en 2%By, asi para y € By existe un 1 € X con ||z1]| <1y
lly— f(z1)|| < 3. Paray— f(z1) existe 2o € X con ||za|| < 3 v |ly— f(z1)— f(x2)|| £ 35; continuan-
do de esta manera, se obtiene una sucesion {z,, }nen tal que ||z, || < 525 v [ly— f(C iy zu)l| < 3+

Ya que > 07, [|z,|| <2 defina x = > 7 |z, y por lo tanto f(x) = y; esto es, f es sobreyectivo.

Ahora sea f = fon la descomposicién candnica, ya que f es biyectivo; existe su inverso § en Bane.
Maés atn
lgll = sup [[g(y)|l = sup [[g(f(x))|| = sup [|x(z)[| =1
lyll=1 llzll=1 llzll=1

Esto implica que f es isomorfismo en Ban; y por lo tanto f es epimorfismo estricto.



2.2. Productos Y Coproductos en Ban;

Definicién.

Sea X espacio de Banach, J un conjunto de indices y 1 < p < oco. Se define
15(X) ={(zj)jes 1 7 € X y [[zj]lp < oo}

El cual resulta ser un espacio de Banach.
En el caso en que J sea un conjunto no enumerable, para que ||z;||, tenga sentido es necesario que
x; = 0 para todo j excepto en un conjunto enumerable.

Proposicion 2.9.
Para cada familia (X;);er de espacios de Banach, el producto [[;.; X; existe y es (isoméricamente
isomorfo a) el espacio de todos los elementos x = (x;);cr, T; € X; tales que

[|#]|oo = sup [[zi] < o0
i€l

Los morfismos 7; son las proyecciones m;(x) = x; y cada una de éstas es un operador cociente.

Demostracion. Sea g; : Z — X; una familia de morfismos en Ban;. Si existe g : Z — [];; X; con
la propiedad de conmutacién; se debe tener que m;(g(z)) = gi(2); es decir, g(z) = (g:(2))icr- Ya
que
lg(2)lloc = sup [lgi(2)|| < sup ||gill|2]] < ||z]] < oo
el iel

si se define g de esta manera estd bien definido; ademds

llgll = sup [lg:|| <1
iel

Note que en el caso particular en que X; = X para todo i € I, se tiene que [[;.; X; = I3°(X).

En Ban,, los productos no existen en general, en efecto, suponga que ([];.; Xi, ;) fuese un pro-
ducto de la familia (X;);c;. Entonces para cada familia de morfismos g; : Z — X; deberia existir
9:Z — [l;e; Xi tal que g; = mog y por lo tanto ||g;|| < ||g||||m;]|. Si la familia (g;);cr contiene una
subsucesion {gi}ren tal que ||gr|| > k||7k||; lo cual es inmediatamente imposible si tal producto
existiese.

Proposicion 2.10.
Para cada familia (X;);cr de espacios de Banach, el coproducto | [, ; X; existe y es (isoméricamente
isomorfo a) el espacio de todos los elementos x = (x;);cr, x; € X; tales que

lllly =) llaill < oo

el

Los morfismos t; son las inyecciones t;(x) = (0;;2)jer y cada una de éstas es una inmersion
isométrica.

10



Demostracion. Sea g; : X; — Z una familia de morfismos en Ban;. Si existe g : [],.; X — Z con
la propiedad de conmutacién; se debe tener que g(t;(x)) = g;(x); es decir, g((2:)icr) = > _;c; 9i(@i)-
Por otra parte, definiendo g de esta manera se obtiene que

lg(ienll = 1Y gl < D Mlgall llzsll < Y il = [/l

iel iel iel
por lo tanto ||g|| < 1, es decir g es morfismo en Ban;. O

En el caso en que X; = X para todo i € I se tiene que [[;.; X; = [}(X). Ademss si I es un con-
junto finito de indices los productos y coproductos en Ban; son también productos y coproductos
en Ban,, y estos son isomorfos en Ban,.

Por el mismo razonamiento anterior, se tiene que para un conjunto infinito de indices no existe el
coproducto en la categoria Ban,,. Si se prefiere trabajar en esta categoria se puede demostrar como
en las proposiciones anteriores que los productos y coproductos existen para familias acotadas de
morfismos; es decir, familias (f;);er tales que sup;¢; || fil| < oo.

3. Representacion Categorica

Con las herramientas presentadas hasta ahora, y teniendo una fuerte traduccién del lenguaje del
andlisis funcional a la teoria de Categorias; se presentaran teoremas de representacion categorica
de los espacios de Banach, donde se usara el hecho que en la categoria Ban; existen limites y
colimites para cualquier familia espectral.

Teorema 3.1 (Primer Teorema de Representacion).
Todo espacio de Banach sobre un cuerpo K es (isomorfo a) un espacio cociente del espacio I5(K)
v a un subespacio cerrado del espacio 13 (K) para algunos conjuntos de indices S y T.

Demostracion. Para la primera afirmacién, sea (5)ses un subconjunto denso en la bola unitaria
cerrada Bx de X.Y considere 7 : I[§(K) — X definida por 7((&)) = Y, o s para (&) € I§(K).
Entonces > s [[€s@s|| < D s 16| = [[€ll1 y ya que (z5)ses © 7By (k) entonces w8 (g es denso
en By; por el teorema de Banach-Schauder 7 es un operador cociente; es decir, 5 (K)/ker(m) = X.

Para la segunda afirmacién; sea 7' un subconjunto wx-denso en Bx/ y defina h : X — IF(K)
por h(z) = (f(x))rer- Por lo tanto ya que T" es denso, sup 7 | f(x)| = ||z[|. Es inmediato a partir
del teorema de Hanh-Banach que & es inyectiva. |

En el caso en que X sea un espacio de Banach separable, este es el cociente de ' y un subespacio
de I*°.

La primera afirmaciéon del teorema anterior tiene una interpretacién en la teoria de categorias;
considere el funtor V' :Ban; — Set el cual asocia a cada espacio de Banach X su bola unitaria
VX = Bx y a cada morfismo f : X — Y su restricciéon V f = f|g,. Ya que ||f|| <1 Vf estd bien
definido (si ||z|| < 1 entonces || f(x)|] < 1).

Este funtor tiene adjunto izquierdo {! : Set — Ban; el cual le asocia a cada conjunto S el espacio
de Banach [§(K) y a cada morfismo f : S — T el morfismo [} : Ig(K) — I3(K) definido por
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15((&)) = (n:) donde 7, = > f(s)=t &s» la cual estd bien definida notando que >, [ne] < 3= [&l-

Para la adjuncién Ban, (Ig, X) = Set(S, VX), tomando f € Ban; (I, X) y g € Set(S, VX) se define
f € Set(S,VX) dada por f(s) = f((dst)tes) la cual inmediatamente estd bien definida. Y se define
g € Bany (15, X) por g((&)) = X ,cq £s9(s) que igualmente estd bien definida.

3.1. Limites en Ban,

Proposicion 3.2.

Sea D una categoria pequena. Para toda familia espectral (X4)qep el limite L existe en Bang
y coincide con el subespacio cerrado L de [],. X4 consistiendo de los x = (x4)qep tales que
fs(xzq) = 24 paratodod,d e Dy d§:d—d.

Demostracion. L definido en la hipétesis de la proposicién es un subespacio cerrado, ya que

L= () ker(fso(mq—ma))
§:d—d’
d,d

Mas aun, de esta manera es evidente que el siguiente diagrama conmuta

Xq
Trd/(
L fs

‘n'd/\‘

Xd/

Para alguna familia dada g4 : Z — X4 de morfismos que satisfacen fsogy = g4 paratodod : d — d’
considere ® : Z — [],;cp Xa el funcional que resulta de la propiedad universal del producto, es
claro que éste factoriza gq.

|

Ejemplo:

Considere D la categoria que consiste de dos objetos y dos morfismos distintos entre ellos. Un
funtor de D en Ban; es una familia {f.g} de dos morfismos f,g: X — Y donde X,Y son espacios
de Banach. El limite L de esta familia espectral es un espacio de Banach con dos morfismos
m L — X, m: L — Y tales que mo = fom = gom, y L es un subespacio cerrado del
producto X x Y que consiste de todas las parejas (z,y) que satisfacen y = f(z) = g(z), es decir,
(f — g)(x) = 0. Entonces L puede ser identificado con el subespacio cerrado de X, ker(f — g).

Corolario 3.3.
En la categoria Ban, para cualquier par de morfismos f: X — Ay g:Y — A existe el pullback
P de éstos dos morfismos.

Demostracion. P es el subespacio del producto X x Y x A que consiste de todos los (z,y,a =
f(z) = g(y)); y puede ser identificado con el subespacio de X x Y consistente por las parejas (x,y)
que satisfacen f(x) = g(y).

En el caso g = 0, P = (ker(f) x Y), si g es una isometria P = f~1(g(y)) y si f,g son isometrias
P=XnNnY. ([l
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Proposiciéon 3.4.

Sea G, : X — X" la inmersién candnica de un espacio de Banach X en su bidual X". Sea M un
subespacio cerrado de X y i : M — X la correspondiente inclusion. El siguiente diagrama conmuta
y es un pullback.

i
M—F—"X
G?n Gz

M// E > X/I

Demostracion. Por el teorema de Hanh-Banach j : M” — X" donde j(n)(f) = n(f |m) para
n € M" es una isometria; por tanto M"” y X pueden ser interpretados como subespacios de X”.
Se afirma que M = X N M".

Veamos que si dado n € M"” existe z € X tal que G,(x) = j(n) entonces z € M. Suponga que
x & M, entonces por el teorema de Hanh-Banach existe f € X’ tal que f |yy=0y f(x) # 0. Pero
entonces se deberfa tener qué

0 =n(0) = n(f |a) = i()(f) = Gz (2)(f) = f(2)

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto 2z € M y se tiene entonces que n = G,,(m). Por la
caracterizacion del Pullback se sigue el resultado deseado. O

Corolario 3.5.
Sea M subespacio cerrado de X reflexivo. Entonces M es reflexivo.

Demostracion. Considere el diagrama

M//

Ya que X es reflexivo G, : X — X" es un isomorfismo y por lo tanto invertible. Ya que el cuadrado
es un pullback, existe un unico morfismo f : M — M tal que Gy, o f = idp, es decir, G, es
sobreyectiva y por tanto M es reflexivo. O

Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Representacion).

Sea X un espacio de Banach y sea D la categoria cuyos objetos son los subespacios cerrados M C X
con codimension finita y cuyos morfismos son las respectivas inclusiones entre esos espacios. Toda
inyeccién iy n : M — N define un operador cociente wyry : X/M — X/N.

Entonces lim X /M = X"
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Demostracion. Para m : X — X/M operador cociente existe una inmersién isométrica adjunta
7' . (X/M) — X'; cuya imagen coincide con el w*-cerrado M+ = {f € X’ : f(m) = 0Vm € M} de
X'

Sean M, N de finita codimensién con M C N; considere my; : X — X/M la proyeccién candnica.
Entonces el siguiente diagrama conmuta

X M X/M
™ TMN
X/N

Por lo tanto, para los operadores adjuntos el diagrama respectivo conmuta

’
NJ_M,MJ_

X/

Ya que X/M es de dimensién finita, es reflexivo, por lo tanto (X/M)" = (M1) = X/M. Se
define fpr : X — X/M por frp(g) = 7y;(g). Entonces el diagrama conmuta para todo M, N con
codimensién finita.

X/M

fM/‘

X TMN

AN

X/N

Ahora suponga que existe un espacio de Banach Z y una familia de morfismos gy : Z — X/M tal
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que el diagrama
X/M

QV
7 TMN

SN

X/N

conmuta. Si existiese ¢ : Z — X" tal que g, = fim © ¢ se debe tener que gy = 7y, o ¢, es decir,
h(gam(2)) = @(2)(7),(h)) para todo h € ML. Veamos que definiendo ¢ de esta manera estd bien
definida. Este hecho se sigue de que para M C N y h € N+ se tiene que

h(gn (2)) = hrangn (2)) = marn (hgar(2)) = h(gar(2))

y es inmediato que ||p|| < ya que ||ga|| < 1 para todo M.

3.2. Colimites en Ban;
Proposicion 3.7.
Sea D una categoria pequena. Para toda familia espectral (Xg)aep el limite lim X existe en Bany

y coincide con el espacio cociente R = HdeD X4/N, donde N es la adherencia del subespacio de
[4cp Xa generado por todos los elementos de la forma tq(xq) — ta (fs(xq)) para todo xq € Xq y
0:d—d.

Demostracion. Dado (ga) : (Xa) — Z. Existe g : [[;cp Xa — Z. Ya que
9(ta(za) — ta(fs5(xa))) = ga(za) — gar(f5(xa)) =0
Por lo tanto N C ker(g) y de esta manera se puede factorizar [[,., Xq4 a través de R. g

El cokernel, el limite de la familia espectral {X,Y} indexada por la categoria D consistente por
dos objetos y dos morfismos entre ellos; existe en la categoria Ban; y coincide con el espacio
R=(XTIY)/N donde N es la adherencia del subespacio generado por los elementos de la forma
(z,—f(x)), (x,—g(x)); es decir, R =Y/(f — ¢g)(X). En el caso g = 0, entonces R =Y/ f(x) y se
denota el espacio cokernel de f

Como consecuencia de la proposiciéon anterior los pushout existen en Ban;; y en este caso, el

diagrama ;
: X
R

e

< e

E—
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Es equivalente al siguiente diagrama

tiof
A— X1IY — Z

toog

R

Donde t1(z) = (x,0) y t2(y) = (0,y). Entonces se tiene que R = (X 1Y) /{(f(a),—g(a)) : a € A}.

Teorema 3.8 (Tercer Teorema de Representacion).
Todo espacio de Banach es el colimite de sus espacios de dimension finita.

Demostracion. Sea D el conjunto de todos los subespacios M de X con dimensién finita; y sea
tyn M — N la inclusién para M C N. Entonces el siguiente diagrama

N 2+ x

W

M

conmuta, donde tp; : M — X es la inclusién. Suponga que gy : M — Z es una familia de
morfismos tal que el diagrama

-l

M

conmuta. Si existe g : X — Z tal que

conmute, se debe tener que g(tyr) = g, es decir g(m) =
considerando M = gen(z) para x € X se tiene que g(z)

g: X — Zy|lg|| <supyy|lgam]| < 1.

gn (m) para todo m € M. En particular,
= gn(x); asi se define un funcional lineal

O

Teorema 3.9 (Cuarto Teorema de Representacién).
Todo espacio de Banach X puede ser representado como un colimite de espacios I} (K ) para algunos
n € N.

Demostracion. Sea X espacio de Banach. Se define una categoria D de la siguiente manera. Los
objetos de D son las parejas d = (I (K), f4) donde f4: I} (K) — X es un morfismo. En este caso

Ja((€1s--- &) = me
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para algunos z; € X con ||x;]| < 1.

Los morfismos de D son los morfismos « : I} (K) — [}, (K) tales que el siguiente diagrama

L (K)

conmuta si d = (IL(K), fa) y d' = (I1,(K), far). Ahora defina (X4)4ep la familia espectral com la
proyeccién de la primera coordenada de d, es decir, si d = (IL(K), f;) entonces Xq = I} (K).

Se afirma que lim Xy = X. Sea f; : IL(K) — X arbitrario y tome & € I}(K), o € X tales

que fqa(&) = zo y &0 # 0. Defina dy = (K, fq,) por fq,(1) = Hg)o\h‘ Entonces dg € D ya que
[lzoll < [I€ol1-

Ahora sea o : K — [} (K) definida por a(1) = Hg—g” Es inmediato que ||a|| = 1y que el siguiente
diagrama conmuta

faq
K——X

|

[ (K)
Ahora sea g4 : Xq — Z una familia de morfismos tales que todos los diagramas

LK) 2 7
@ ga’

I (K)

conmutan. Si existe un morfismo g : X — Z tal que go fg = gq se debe tener que g(f4(£)) = ga(§).
Veamos en efecto que esta es una buena definicién, en efecto, sea fy(§) = far(§') veamos que
9a(&) = gar (&'). Dados f4(€) v far (&), construya, como antes, dg, « y dy, o’ para cada uno de éstos.

Suponga. que [[¢/||1 < [[¢]|1 ¥ sea A = IEIL,

entonces |A| < 1y ademsds el siguiente diagrama
faq

K—X
A
K
conmuta, donde A(k) = Ak’. Por lo tanto
D(K) " K~ K = (K
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es un diagrama en D y asi se sigue que el siguiente diagrama conmuta

K—»ll

ga(a(1)) = ga, (1) = ga; (N) = gar (A (1))

IL(K)

Esto es,

0 equivalentemente

§ ¢

gd(m) = gdo (1) = Agay (1) = gd'(m)

Lo cual implica que

9a(&) = [lElIA =90 () = gar(£)

De aqui se sigue que g esta bien definida.

||§||

La linealidad de g se sigue por notar que dados z,y € X las parejas (K, fo), (K, f1), (K X K, f3)
donde

x L
Tzl ol £205 = A+ g

son elementos de D y ag, 1 : K — K x K con (1) = (1,0) y a1(1) = (0,1) morfismos.

fo(1) = 7f1( )=

Por lo tanto g : X — Z es un operador lineal y ademas

lgl| = S llg(z)]] < 1.

=)<

ya que para todo x € X existe d = (K, fgq) con fq(1) = a7 ¥ por lo tanto

g (@) = llg(fa(llzlD)I] = llgalllzIDI] < {l]]
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