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1. Introduccion

El teorema de Glivenko relaciona fuertemente propiedades sintacticas entre la 16gica intuicionista y
la 16gica clasica, donde se presenta explicitamente una dualidad entre el “derecho” y el “revés” que
se presenta en varias ocasiones en la matematica. El tratar de extender este teorema de manera
natural a una versién modal no es un hecho fécil de prever o realizar; ya que debido a que en
la 16gica modal normal todas las modalidades son posibles, debe escogerse cuidadosamente cual
l6gica supernormal adoptar para enunciar una versién modal del teorema.

El objetivo a realizar, serd probar una versién del teorema de Glivenko para la légica intuicionista
modal introducida por Arthur Prior, la cual implicard una extensién natural a la légica supernor-
mal S5. Aunque el objetivo sea llegar a este teorema, la esencia principal estard centrada en el
estudio de la semantica y de propiedades estructurales detras de éstas légicas, lo cual va a converger



a pruebas sintacticas que permitirdn concluir el teorema.

De esta manera, la motivacién del teorema de Glivenko, es una sucinta excusa para realizar una
fuerte teoria de dualidad y representacion que conlleva la légica en si. Como ha de esperarse, tal
dualidad permite una fuerte dialéctica en la que algin concepto o propiedad transmigra de un
lado a otro, lo que permitird un estudio intrinseco de los mismos ya que sera visto desde distintas
facetas. Como consecuencia de esta fuerte dualidad que se realizara, se presentara una demostracién
alternativa del teorema de Glivenko intuicionista, la cual servird de base para forjar una extension
natural del teorema de Glivenko Modal.

2. Algebras Monadicas de Heyting

Sea (P, <) conjunto parcialmente ordenado, sea x € Py A C P. Se definen

R(z)={y € Plz <y}, R(A)=|J R()

z€A

R &) ={yePly<az}, R '(A)=]JR(@)

€A
Note que A C R(A) y A C R7(A)

Definicién.
Sea (P, <) conjunto parcialmente ordenado. A C P es un cono si R(A) = A. Si R71(4) = A se
dice que A es cono descendente.

Proposicion 2.1.
Sea (P, <) conjunto parcialmente ordenado. A C P. Entonces,

(1) A es un cono si y solamente si (R™*(A¢))¢ = A
(2) A es un cono descendente si y solamente si (R(A))° = A

Demostracion.

Para la parte (1), suponga que A es un cono y sea x € R~1(A°), es decir, x < y para algtin y € A;
por ser A cono es imposible que x € A, por tanto x € A°. De esta manera R~!(A¢) C A°. La otra
contenencia se obtiene a partir de las definiciones. La parte (2) se prueba de manera andloga. O

Definicién.
Sea L un reticulo, un ideal I de L, es un subconjunto de L, que satisface las siguientes condiciones:

(1) 0 #1# L.
2)zel,yeL=axANyecl

(3) z,yel =azVyel



Si ademads I es un ideal tal que si z Ay € I implica z € I oy € I, se dice que I es un ideal primo
de L.

Sea A un subconjunto de L. El conjunto
(A]={zeLlx<a V- Va, para algunos ay,...,a, € A}

se conoce como el ideal generado por A. Caso A = {a}, se notard (a] y se tiene que (a] = R7*(a).

Definicién.
Sea L un reticulo, un filtro F' de L, es un subconjunto de L, que satisface las siguientes condiciones:

(1) 0#F # L.
(2) xe Fye L= axzVyeF
(3) z,yec F=axANy€eF

Un filtro F' es un filtro primo si z Vy € F implica € F' o y € F. De igual manera dado A C L
se define el filtro generado por A como el conjunto

[A) ={z € Llag A+ Aay, < x para algunos ay,...,a, € A}

Si A = {a}, se notard [a) y se tiene que [a) = R(a).

Es facil mostrar que todo ideal de un reticulo es un cono descendente, y que todo filtro de un
reticulo es un cono. Las reciprocas en general no son ciertas.

Teorema 2.2 (Teorema del Filtro Primo).
Sea L reticulo, I ideal en L y F filtro en L tales que F NI = (). Entonces existe P filtro primo de
Ltalque FCPyINP=40.

Demostracion. Lema de Zorn O

Dado un filtro F sobre un reticulo L, puede asociarse una relaciéon de congruencia sobre L, dada
por a =p b <= existe u € F tal que a A u = b A u. No existe dificultad en comprobar que tal
definicién efectivamente es una relacién de equivalencia. El reticulo L/ = sera denotado por L/F
y se conoce como el Reticulo cociente asociado a F'.

Definicién.
Sea H algebra de Heyting, un elemento a € H se dice regular si a = =—a donde —a denota el
pseudo-complemento de a. Ademds si a es tal que =—a = 1 entonces a es un elemento denso.

Dada un dlgebra de Heyting H, el conjunto R(H) de todos los elementos regulares de H constituye
un 4lgebra booleana, y ademas la aplicacién ——: H — R(H) es un homomorfismo de élgebras de
Heyting. Més atn, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.
Dada un dlgebra de Heyting H, existe F filtro tal que R(H) ~ H/F.



Demostracion.

Por el teorema de Birkhoff, el enunciado de tal proposicién es inmediato; no obstante, el objetivo
de esta proposicién es construir explicitamente el filtro F. Considere F el conjunto de todos los
elementos densos de H, el cual es un subconjunto propio de H (——0 = 0); ademés usando el hecho
de que —— es homomorfismo se tiene que F' es un filtro, ya que dados a,b € F'y ¢ € H, entonces
—=(aAb) =-—aA--b=1A1=1y —~(aVe)=-aV ——c=1V —=—-c = 1. Este filtro se
denotard por Fp. Por lo tanto el homomorfismo natural h : R(H) — H/Fp dado por h(a) = a/Fp
es el isomorfismo deseado. O

Definicién.

Un algebra monadica de Heyting es una tripla (H,V,3) donde H es un dlgebra de Heyting y
V,3: H — H (llamados “cuantificadores”) son operadores que satisfacen las siguientes condicio-
nes. Para todo a,b € H:

(1) Va < a.
(2) a < Ja.

(3) Y(a Ab) =Va AVD
(4) I(aVb)=3TaVv I
(5) V1 = 1.

(6) 30 = 0.

(7) Y3a = Ja.

(8) Va = Va.

(9) 3(3a Ab) = Ja A 3b.

En el caso en que H sea un dlgebra booleana, se tiene dice entonces que (H,V,3) es un dlgebra
monadica booleana.

Para cualquier algebra monddica de Heyting (H,V,3), el conjunto Hy = {Va : a« € H} forma una
subdlgebra de Heyting relativamente completa, es decir, para cualquier a € H, los conjuntos
{be Hy:b<a}y{be Hpy:a<b} tienen supremo e infimo respectivamente.

Lema 2.4.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting. Se satisfacen las siguientes afirmaciones:

(1) V,3 son operadores mondtonos, es decir, para todo a,b € H, a < b= Va < Vb, Ja < Jb.
(2) Para todo a € H, Wa = Va, 33a = Ja.

Demostracion.

Para la parte (1), si a < b <= aAb = a, por tanto V(a Ab) = Va. Por la propiedad (3) de dlgebras
monddicas de Heyting, se tiene que Va A Vb = Va <= Va < Vb. De la misma manera se usa la
propiedad (4) y el hecho de a < b<=aVb=0b.

Para probar (2), aplicando la propiedad (7) a Va se obtiene V3Va = IVa = Va (usando (8));
por otro lado, aplicando a la propiedad (8) el operador V, se obtiene V3Va = WWa; se sigue
inmediatamente el resultado. La igualdad 3da = da se demuestra de manera similar. O



Corolario 2.5.
Hy es una subalgebra de Heyting relativamente completa.

Teorema 2.6.
Existe una correspondencia biyectiva entre la coleccién de dlgebras monddicas de Heyting (H,V,3)
v las parejas (H, Hy) donde Hy es una subdlgebra de H, relativamente completa.

Demostracion.

El lema anterior asegura que a cada algebra monadica de Heyting puede asociarse una pareja
(H, Hp) donde Hj es una subélgebra relativamente complementada. Contrariamente, a cada pareja
(H, Hy) puede asociarse un &lgebra monddica de Heyting (H,V,3), definiendo para cada a € H,
Va = sup{b € Hy : b < a}, y Ja = inf{b € Hy : a < b}; no existe dificultad alguna en verificar
que estas definiciones satisfacen las propiedades enunciadas en la definicion de algebra monadica
de Heyting. O

Definicién.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting y F filtro sobre H. F se dice filtro monddico si
ac F=VackF.

Proposicion 2.7.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting. Un filtro F es monddico si y solamente si F = [F'N Hy).

Demostracion.

Suponga que F' es un filtro monddico, si & € [F'N Hy) entonces aj A ... A a, < x para algunos
a; € F N Hy; ya que F es filtro se tiene inmediatamente que x € F. Por el contrario, si x € F se
tiene que Vo € F'N Hy (F monddico), ademds Vo < x implica que = € [F'N Hp).

Para el otro sentido de la equivalencia, suponga que F' = [FFN Hy) y sea x € F, existe y € F N H
tal que y < x; por lo tanto aplicando el operador V se obtiene, y = Vy < Vx , asi Vz € F' de donde
se concluye que F' es monadico. a

En un édlgebra monédica de Heyting (H,V,3) el conjunto Fp de todos los elementos densos no
es en general un filtro monédico; asi deben introducirse los siguientes conceptos para construir de
manera natural un filtro monédico.

Definicion.
Un elemento a € H algebra monddica de Heyting se dice super denso si =—Va = 1. El conjunto
de todos los elementos super densos sera denotado por Fsp

Proposicion 2.8.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting, entonces Fsp es un filtro monddico y ademés Fsp C Fp

Demostracion.

Sean a,b € Fsp y ¢ € H, luego -—V(a Ab) = =-—Va A ——=V¥b = 1 A1l = 1. Por otro lado
1 = ==Va vV =—Vec < =—=V(a A b) usando el hecho de que V es un operador mondtono y —— es
homomorfismo; ademas -—VVa = —=—Va = 1. Asi se obtiene que a A b, a V¢, Va € Fsp.

Ya que =—Va < ——a se tiene entonces que Fsp C Fp. U



3. Espacios de Esakia

Un espacio topolégico ordenado estd dado por (X, Q, <) donde (X, Q) es un espacio topoldgico
y (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado. La coleccién de todos los subconjuntos clopen de
X que son conos (respecto al orden <) se notard CON(X). Ademads, si para cada € X, R(z) es
cerrado, se dice que = es cerrado puntualmente.

Definicion.

Un espacio topoldgico ordenado (X, <), <) es un espacio de Esakia si tiene las siguientes propie-
dades:

(1) X posee una base de clopen.

(2) X es un espacio compacto.

(3) X es Hausdorff.

(4) < es cerrado puntualmente.

(5) Para cualquier A € Q, A€ CP(X) = R~ (A) € CP(X).

Donde CP(X) denota la coleccion de los conjuntos “clopen” de X.

Si en un espacio topoldgico (X, €, <), < es una relacion de preorden que satisface las condiciones
(4), (5) de la definicién anterior; se dice que < es una relacién de Esakia.

Teorema 3.1 (Separacién de Prestley).
Sea (X, (2, =) espacio de Esakia. Si z £ y, existe U € CON(X) tal quex € U, y € U.

Demostracion.

Suponga que z £ y. Ya que < es cerrado puntualmente, R(z) es cerrado y por tanto compacto;
ademds y ¢ R(z). Dado z € R(z), z £ y, puesto que X es Hausdorff, existen U, Uy clopen, tales
que z € U,y e Uy y U.NU; = (). De esta manera, R(x) C UzER(x) U, por la compacidad de
R(z), existen z1,..., 2, € R(x), tales que R(z) C U, U.,.

Sea V = ﬂ?=1 Ugt. V es clopen, se sigue que R™Y(V) es clopen y cono descendente; es inmediato
quey e RI(V)yzg RY (V). Asiz e U = (R1(V))¢y U € CON(X). O

Teorema 3.2 (Separacién de Esakia).
Sea (X, ), <) espacio de Esakia. Sea A cono cerrado y B cono descendente cerrado. Si AN B = {),
existe U € CON(X) talque ACU y BNU = {.

Demostracion.
Suponga que AN B = (). Note que para todo z € A, y € B, z £ y. Dado z € A, y € B existe
UY € CON(X) (separacién de Prestley), con x € UY, y ¢ UY.

Asi
(UynB=0.
yeB
Por la propiedad de interseccién finita (X es compacto), existen y1,...,y,, € B tales que
U
(V¥ nB=0.
i=1



Sea U, = (2, U, U, € CON(X). De esta manera, A C (J,c4 Uz ¥ Uyea Uz N B = 0. Ya que
A es compacto (es cerrado por hipGtesis), existen x1,...,x, € A tales que A C ", U,,. Asi
U=U~,U,, € CON(X) es el deseado. O

4. Loégica intuicionista modal

Definicién.
La logica intuicionista modal Mipc es el sistema logico formado por los axiomas intuicionistas
adicionando los siguientes modales:

(M1) Oa — «
(M2) a — O«
(M3) (OaAOB) — O(aAB)
(M4) OV B) = (O v OB)
(M5) Oa — 00«
(M6) O0o — Da
(M7) B(a = ) = (0 = 0P)
Con las reglas de deduccién, Modus Ponens (MP) y necesitacion.
Dada un &lgebra monédica de Heyting (H,V,3) interpretando V,3 como [, { respectivamente (y
los demés conectivos naturalmente). Se tiene que (H,V,3) E Mipc.
La 16gica modal S5 es la 16gica supernormal obtenida de la siguiente manera, K & {T, 4, B} donde
T,4, B corresponden a los axiomas:
(T) Oa — «
(4) Do — 00«
(B) a = 00«
Dada un dlgebra monddica booleana (B,V, 3), se tiene entonces que (B,V,3) = S5.
En la légicas supernormales; el operador de posibilidad { puede ser caracterizado de la siguiente
manera: $a — —[J-a. Teniendo esto en cuenta puede demostrarse el siguiente hecho.

Proposicion 4.1.
S5 es una extension de Mipc, es decir, Mipc C S5.

Demostracion.
Para esto basta mostrar que Fgs o donde « es axioma de Mipc. En efecto, si o =(M1), entonces
a = (T) y por lo tanto Fg5 a. Si @ = (M2) entonces

Fgs a — 00« axioma (B) (1)
Fos O0a — Qo axioma (T) con Qa (2)
}_5‘5 a— Qa (MP)’ (1)? (2) (3)



El axioma (M3) es vdlido en cualquier 16gica supernormal. Se tiene que g5 (M4) gracias al hecho
de que Qa +— —O-a. Si o =(M5), note primero que de los axiomas (T),(4) se tiene que Fgs
Qa «— OOa. Por lo tanto se tiene que Fg5 OOa «+— OOQa asi

Fgs Oa — OO0« axioma (B) con Qu (1)
Fss O00a +— OO (2)
Fs5 Qo = OO (MP),(1),(2) (3)

De Fg5(MS5) se tiene que Fg5 (M6) usando nuevamente que O« «— —J—a. Finalmente si o =(MT7),
entonces por el teorema de completitud para S5 (la semdntica completa para esta légica son los
marcos reflexivos, simétricos y transitivos) se verifica entonces que Fg5(MT).

]

Definicién.

Se dice que L es una Iégica intermedia sobre Mipc, si Mipc C L C S5.

Definicién.

Una férmula modal A se dice completamente modalizada si toda ocurrencia de una variable
proposicional en A aparece en el campo de aplicacién de [ o {. Si la férmula A es tal que toda

ocurrencia de una variable proposicional en A aparece inmediatamente después de [ o {, entonces
A es una férmula fuertemente modalizada.

Proposicion 4.2.
Sea L logica intermedia sobre Mipc y A férmula completamente modalizada, entonces

LFOA+— A

Demostracion.
Usando que L F Op <— Op, O0p <— Op y por induccién en férmulas se obtiene el resultado. O

Considere la légica intermedia sobre Mipc, Mipc @ (Op «— —O-p). Esta légica es conocida como
“S5 débil” y se denota por WS5. A continuacion serdn enunciadas algunas propiedades de WS5.

Proposicién 4.3.

(1) WS5 + —==p +— Op, =—Op «— Op

(2) El conjunto de férmulas fuertemente modalizadas de WS5 coincide con el conjunto de férmulas
fuertemente modalizadas de S5

Demostracion.

(1) Note que WS5 F ——0p +— ~—=—0-p +— —0O-p «— Op. Ademds la férmula ——Op +— Op
es equivalente a la férmula = —0p <— Op.

(2) Para toda dlgebra monddica de Heyting (H, Hp), las férmulas fuertemente modalizadas son
vélidas en (H, Hy) si y solamente si son vélidas en (Hy, Hy).
Por lo tanto si (H, Hy) | Op +— —O-p se tiene que Hy es un dlgebra booleana monddica
y por el teorema de completitud una férmula fuertemente modalizada es valida en WS5 si y
solamente si es vélida en S5.

O



5. Dualidad Categorica

Los teoremas de representacién han tenido gran importancia en todas las areas de la matemaética,
ya sea por su aplicaciéon directa e inmediata con la respectiva area, o por su transfondo “universal”
que existe detras de estos teoremas. En teoria de Categorias, se formaliza tal transfondo universal a
través de definiciones y teoremas generales donde los teoremas concretos de representacion vienen
dados por casos particulares.

Existe una estrecha conexién entre reticulos distributivos y espacios topolégicos, dada por la repre-
sentacion espectral; sin embargo, en casos particulares la representacién puede ser caracterizada
por algunas propiedades, como es el caso del conocido teorema de representacién de Stone para
algebras booleanas o el teorema de representacion para algebras de Heyting que sera estudiado en
los siguientes resultados.

Definicién.
Sea L un reticulo distributivo. Se define el conjunto X = {F C L : F es filtro primo}. Considere
la aplicacién ¢ : L — P(X) dada por ¢(a) ={F € X :a € F}.

Teniendo en cuenta esta definicién, se demostrara la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1.
Sea L reticulo con mdximo y minimo. La funcién ¢ es un monomorfismo de reticulos; es decir,
satisface las siguientes condiciones; para todo a,b € L

(1) Sia # b entonces ¢(a) # ¢(b).
(2) o(a A B) = 6(a) N 6(0).

(3) 6(aV b) = 6(a) U o(0).

(4) ¢(a) =0 si y solamente si a =0
(5) ¢(a) = X si y solamente sfa = 1.

Demostracion.

(1) Suponga que a # b, sin pérdida de generalidad suponga que b £ a, considere I = (a] y F = [b);
entonces I N F' = (). Por el teorema del filtro primo existe G filtro primo tal que F C G y
G NI = 0. Por lo tanto se tiene que b € G y a ¢ G, o equivalentemente G € ¢(b) y G & ¢(a);
ast ¢(a) # H(b).

(2) Sea F' un filtro primo, se tiene entonces que

Fegland) e anNbe Fsabe Fe Fedla)no).
(3) Nuevamente, usando que F es un filtro primo , entonces

Feglavb) e aVbeF s adbe F& Fedla)Ugd).

(4) Suponga que a =0, si a € F para algin F filtro, entonces b =0V 0 € F para cualquier b € L,
es decir, F = L. Por lo tanto ¢(0) = (. Contrariamente, suponga que a # 0, basta mostrar
que existe F filtro primo tal que a € F. En efecto, sea [a) el filtro generado por a y I = {0},
entonces I N[a) = 0 y el resultado se sigue inmediatamente del teorema del filtro primo.



(5) Note que 1 € F para todo F filtro primo. Por otro lado, si a # 1 entonces existe F filtro primo
tal que a € F.En efecto, considere I el ideal generado por a y {1} filtro; usando el teorema del
filtro primo se obtiene el resultado deseado.

O

Lema 5.2.
Sean A, B C L. Si (\,cp ¢(b) € U,eca ¢(a) entonces existen Ao, By subconjuntos finitos de A, B

respectivamente tales que
N e < |J o)
bEBy a€Ao

Demostracion.

Sea F=|B)yI=(A]l. SiINF =0 existe G filtro primo tal que F C Gy GNI = {. Por lo
tanto GN A = 0, asi G € ¢(a) para todo a € A; por otro lado, ya que B C G, entonces G € ¢(b)
para todo b € B, por hipétesis, G € ¢(a) para algin a € A; lo cual es una contradiccién con la
afirmacién anterior. Por lo tanto I N F # (J; sea x € I N F', entonces se tiene que

byN--ANb,<z<ar1V--Van,
para algunos b; € B y a; € A. De esta manera usando que ¢ es morfismo,

by AN NANb,<a1 V- ---Vapn
by A+~ Aby) Cédlar V- - Vap)
n

(o) < U ¢(aj)

i=1

Lema 5.3.
Sea H &lgebra de Heyting y a,b € H. Entonces R™*(¢(a) N ¢(b)¢) = ¢p(a — b)°.

Demostracion.

Ya que a A (a — b) < b entonces ¢(a) N Pp(a — b) C ¢(b); se sigue entonces que ¢(a) N p(b)¢ C
¢(a — b)¢. Como ¢(a — b)° es un cono descendente, R~ (¢(a) N ¢(b)¢) C ¢(a — b)°. Para la otra
inclusién, sea F filtro primo con a — b & I, es suficiente encontrar G filtro primo tal que a € G,
b¢d Gy F C G. Note que si a,a — b € GG entonces b € GG, asi basta asegurarse que a — b & G.
Considere F el filtro generado por F U {a}, si a — b € F’ entonces a A z < a — b para algin
x € F, luego se sigue que (a Az) Aa < b, esto es, a Az < b, por lo tanto z < a — b lo cual implica
que a — b € F' que es una contradiccién. De esta manera, por el teorema del filtro primo, existe G
filtro primo tal que ¥ CGya — b ¢ G. |

Teorema 5.4.
Sea H algebra de Heyting. Sea X el conjunto de todos los filtros primos de H y Q) la topologia
generada por la subbase {¢(a), p(a)° : a € H}. Entonces (X, €, C) es un espacio de Esakia.

Demostracion.
Por definicién, {¢(a), ¢p(a)¢ : a € H} constituye una base de clopen. Para mostrar la compacidad
de X, note primero que cualquier cubrimiento abierto de X es de la forma

X=Jo@ul] s

a€A beB

10



donde A, B C H. De esta igualdad se tiene que
() ¢®) < | ¢(a)
beB a€cA
Aplicando el lema 4.2, existen Ag, By subconjuntos finitos de A, B respectivamente tales que

() o < | o)

be By a€Ap

0 equivalentemente

X=J ¢@u | o)

a€Ap be By

el cual es un subcubrimiento finito del inicial y por lo tanto X es compacto.

Sean F1i, F5 filtros primos de H distintos, entonces existe a € F} y a € Fy; de esta manera se tiene
que Fy € ¢(a) y Fs € ¢(a)¢; ya que ¢(a), d(a)¢ son abiertos disjuntos entonces X es Hausdorff.

Se demostrard a continuacién que C es cerrada puntualmente; en efecto, sea F' € X; luego
R(F)={G € X : F C G}. Sea G € R(G)° por lo tanto F ¢ G, tome a € F \ G asf se tie-
ne que G € ¢(a)¢. Entonces es suficiente ver que ¢(a)¢ N R(F) = () para mostrar que R(F)¢ es
abierto en X; suponga que existe H € ¢(a)° N R(F) entonces a ¢ H y F C H lo cual contradice
que a € F. Asi R(F')¢ es abierto y por lo tanto R(F') es cerrado.

Finalmente, sea A € CP(X), ya que A es abierto compacto y haciendo uso del lema 4.3 entonces

n

A= élai) N (b

i=1
implica que

n

= J(@la = b))

.
—

para algunos a, ..., an,b1,...,b, € H. Por lo tanto R~!(A) € CP(X).
O

De esta manera, a cualquier algebra de Heyting puede asociarse un espacio de Esakia; reciproca-
mente, a todo espacio de Esakia puede asociarsele un algebra de Heyting, lo que serd demostrado
en el siguiente teorema.

Teorema 5.5.
Sea (X, Q, <) un espacio de Esakia, entonces (CON(X),N, U, —,0) es un dlgebra de Heyting donde
U—V=(RYUNV®)) para U,V € CON(X).
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Demostracion.
Sean U,V € CON(X), entonces U NV es clopen, ya que X es un espacio de Esakia, R~ (U NV¢)
es un cono descendente clopen y por lo tanto (R™*(U N'V*¢))¢ € CON(X), asf la implicacién estd
bien definida. Para ver que efectivamente es un dlgebra de Heyting, basta mostrar que para todo
U, V,IW e CON(X)

UNWCV«—=WCU-=V

Suponga que U N W C V, entonces U NV C W¢; ya que W€ es un cono descendente, entonces
R™Y (U NV®) C W¢, asf se obtiene que W C R-Y (U NV®)¢ = U — V. Contrariamente, suponga
que W C U — V; recuerde que U NV C R~Y(U NV*) o que implica que U — V C (U NV¢)e.
Asi se obtiene que

UNWCUNU—=V)CUNUNVHY*CV

]

Puede demostrarse también que existen funtores contravariantes entre la categoria de dlgebras de
Heyting y la categoria de espacios de Esakia; ademaés que estos funtores son naturalmente isomorfos;
adicionando a este hecho los resultados obtenidos en los teoremas anteriores se tiene entonces el
siguiente resultado.

Teorema 5.6.
La categoria dual de las algebras de Heyting es naturalmente isomorfa a la categoria de espacios
de Esakia.

Como caso particular de esta dualidad, es de interés el estudio de la dualidad entre dlgebras
monddicas de Heyting y espacios de Esakia con propiedades en especial. En los teoremas posteriores,
se estudiara la dualidad entre la categoria de algebras mondadicas de Heyting y una subcategoria
de los espacios de Esakia caracterizada por las propiedades enunciadas a continuacién.

Teorema 5.7.

Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting, entonces el espacio dual es una cuadrupla (X,Q, R, Q)
donde (X,Q, R) es un espacio de Esakia, () es un preorden y una relacién de Esakia, R C Q y
Q = Ro Eg donde Eq es la relacién de equivalencia xEqy si y solamente si xQy y yQx; ademas
se satisface la siguiente condicién

A€ CONp(X) = Q(A) € CONg(X)

Demostracion.

Sea (X, Q, R) el espacio dual de H y defina xQy si y solamente siVa € x = a € y para todoa € H.
Esta ultima condicion es equivalente a a € x = Ja € y para todo a € H y también a x N Hy C y;
por lo tanto esto implica que R C @ (recuerde que en este caso R es la contenencia usual). Veamos
entonces que (Q = R o Eg; es facil notar que Ro Eg C @, para la otra contenencia, sean x,y € X
tales que xQy; entonces x N Hy C y. Sea F' =[x U (yN Hy)), por lo tanto F N Hy C yN Hy; usando
el lema de Zorn, puede probarse que existe z € X tal que F C z y 2N Hy = y N Hy, por lo tanto
este z cumple que xRz y zEqy.

Ahora veamos que ¢(Va) = (Q~(#(a)?))¢, en efecto, si Va € x entonces a € x, ya que zQx se
sigue que x € Q(¢(a)). Sea x € ¢p(Va)¢, asiVa & x y ya que [x N Hy) es un filtro monddico, se tiene
que a & [z N Hy). Por lo tanto existe y € X tal que xt N Hy Cy y a € y (teorema del filtro primo);
lo cual significa que x € (Q~'(phi(a)®))¢. Asf se tiene que Q(4(a)) C ¢(Va). De manera andloga se
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prueba que ¢(3a) = Q(4(a)).

Para completar la prueba falta mostrar que @ es una relacién de Esakia y que A € CONg(X)
implica que Q(A) € CP(X). Dado A € CP(X), entonces A = |J!_, ¢(a;) \ ¢(b;) Io cual implica
que Q" (A) = UL, Q' (dlar) \ 6(b)) = ULy @~ (dla — ))° ¥ por lo tanto Q' (4) € CP(X).
Ya que Q(z) = N{A € CONg(X) : Q(z) C A} se tiene entonces que Q(z) es cerrado para todo
z € X. Finalmente ya que ¢(3a) = Q(A), A € CONg(X) implica que Q(A) € CP(X). O

Teorema 5.8.

Sea (X,Q, R,Q) una cuadrupla que satisface las condiciones del teorema anterior. El dlgebra
monddica de Heyting dual (H,V,3) a este espacio estd dada de la siguiente manera:

H es el dlgebra de Heyting dual al espacio de Esakia (X,$, R) y para todo A € H = CONr(X)
se define V(A) = (Q71(A%))¢ y 3(4) = Q(A).

6. Teorema de Glivenko para légicas Superintuicionistas

Usualmente la prueba del teorema de Glivenko para la lgica intuicionista utiliza la seméntica de los
modelos de Kripke. En esta seccién se presentardn pruebas alternativas utilizando las estructuras
algebraicas y topoldgicas introducidas hasta el momento. Una de las formulaciones del teorema de
Glivenko es la siguiente

ClasF A<~ LF—--A

para cualquier 16gica superintuicionista L y para cualquier férmula A.

Note que una implicacién del teorema de Glivenko es inmediata, en efecto, si L - —=—A entonces
Clas t ——A ya que L C Clas. Como Clas F —-—A +— A se tiene entonces que Clas - A.

El problema surge cuando se desea mostrar que si L I/ == A entonces también Clas I/ A. Por el teo-
rema de Completitud, se tiene que si L I/ == A entonces existe un dlgebra de Heyting H € Var(L)
tal que H = -—A. La demostracién del teorema de Glivenko estarfa completa si a H se asocia un
algebra booleana By tal que By [~ A, ya que usando nuevamente el teorema de completitud se
tendria el resultado.

Con este esquema de demostracién presentado anteriormente, se prosigue a enunciar el teorema de
Glivenko y dar la demostracién formal de la implicacién que presenta dificultades.

Teorema 6.1.
Sea L légica superintuicionista y A férmula intuicionista, si L I/ == A entonces Clas I/ A.

Demostracion.

Suponga que L I/ =—A, si A es una férmula donde pq,...,p, son las letras proposicionales que
ocurren en A, entonces existe H € Var(L), a1,...,a, € H y un polinomio «(x1,...,z,) corres-
pondiente a A(pi,...,pn) tal que H fE ——a(aq,...,a,), es decir, =—a(ay,...,a,) # 1 en H.
Por lo tanto =—a(ay,...,a,) # 1 en R(H); ya que == es un homomorfismo, ——a(ay,...,a,) =
a(——as, ..., "ay). Ya que -—aq,...,~-a, € R(H) y a(--a1,...,—7a,) # 1 se tiene entonces
que A(p1,-..,pn) no es valido en R(H) y por lo tanto Clas t/ A. O

Ahora se dard una prueba alternativa del teorema de Glivenko usando la dualidad entre algebras
de Heyting y espacios de Esakia; recuerde ademdas que por el teorema de representacion de Stone,
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existe una dualidad entre algebras booleanas y espacios de Stone. Para llevar a cabo esta prueba,
la demostracién hecha anteriormente debe ser traducida a un lenguaje topoldgico, por lo tanto
los siguientes resultados son necesarios para dar una caracterizacion topoldgica al conjunto de
elementos regulares de un algebra de Heyting.

Lema 6.2.
Sea H &lgebra de Heyting y (X, 2, C) su espacio dual, denote por max X el conjunto de los filtros
maximales de X. Entonces se tiene que

(1) méx X # () y para cada a € H,a # 0 existe F' € mdx X tal quea € F.
(2) Para todo G € X existe F' € max X tal que G C F.

(3) a € H es denso si y solamente si max X C ¢(a).

(4) max X es un cono cerrado de X.

Demostracion.

La prueba de (1) y (2) es una consecuencia del lema de Zorn. Para probar (3), sea a € H elemento
denso y F' € mdx X. Ya que F C [F' U {a}) basta mostrar que este filtro es propio y as{ F' € ¢(a).
Suponga que H = [FU{a}), asi 0 = f A a para algin f € F, asi se obtiene que 0 = =—0 =
——f A-ma=--f Al =--f€F (f <-—f)locual es una contradiccién. Contrariamente, si
a no es un elemento denso, entonces =—a # 1 y por lo tanto —a = ———a # 0, por (1), existe
G € méx X tal que —a € G, y asi se tiene que a € G, con lo cual mdx X ¢ ¢(a). Finalmente, para
probar que méax X es cerrado, sea F' ¢ max X y a € F un elemento denso de H, por la afirmacién
(3), max X C ¢(a), o equivalentemente, ¢(a)® C (maxX)®, as{ (mdx X )¢ es abierto y por lo tanto
max X es cerrado. |

Corolario 6.3.
max X = ﬂaGFD ¢(a), y por lo tanto max X corresponde a el filtro de todos los elementos densos
de H y asi el espacio dual de R(H) es isomorfo a méx X (con la topologia inducida respectiva).

En este caso el espacio dual de R(H) es un espacio de Stone, ya que la relacién de contenencia
restringida a max X resulta la identidad, por lo tanto puede darse una sequnda demostracion
para el teorema de Glivenko: Dada una férmula intuicionista A, entonces ——A es vélida en H
ssi 7 A es vélida en X ssi A es vélida en méx X ssi A es vélida en R(H). En esta sencilla
demostracién esta escondida toda la teoria construida hasta ahora, el teorema de completitud para
l6gicas superintucionistas, la dualidad categérica entre reticulos y espacios topolégicos y finalmente
el hecho de que los filtros maximales de un dlgebra de Heyting son lugares discretos donde, como
ha de esperarse, la informacién se comporta de manera clésica.

7. Teorema de Glivenko para légicas sobre Mipc

Ahora se desea extender el teorema de Glivenko para la légica intuicionista modal, y la primera
idea que surge para lograr este cometido es tratar de imitar la prueba hecha para el teorema de
Glivenko en el caso de logicas superintuicionistas. Una formulacién natural para la extension del
teorema de Glivenko a la légica modal seria la siguiente:
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Para cualquier 16gica intermedia L sobre Mipc y cualquier formula A
S5FA« LF—--A

Como en el caso para logicas superintuicionistas, una implicacién es inmediata: si L -+ =—A en-
tonces S5 A. Para probar la reciproca, serfa suficiente probar que si L I =—A entonces S5 I/ A.
En efecto, si L I/ == A entonces existe un algebra monddica de Heyting (H,V,3) € Var(L) tal que
(H,V,3) £ —=—A; imitando la demostracién del teorema de Glivenko, se desea asociar un &lgebra
monddica booleana (By, Vi, i) de tal manera que ésta invalide la férmula A.

En el caso anterior se siguid este proceso para obtener un dlgebra booleana asociada a un algebra
de Heyting valiéndose la dualidad categorica:

1)

(X,0,0)

donde el subespacio (méx X, )’) del espacio de Esakia dual a H resultaba un espacio de Stone.

Al tratar de extender este proceso al caso modal, la manera méds natural de obtener (By, Vg, 3g)
seria extraer el conjunto de todos los clopen de méax X y mostrar que éstos son una imagen ho-
momorfica de (H,V,3), el cual ya forma un dlgebra monddica Booleana. Sin embargo, en general
max X no forma un Q—cono de X y por lo tanto el conjunto de todos los clopen de max X no puede

ser una imagen homomérfica de (H,V,3) (ya que no serfa cerrado con respecto a los operadores
v, 3).

Sin embargo, esta dificultad puede superarse considerando el conjunto

Eg(max X) = U Eq(z) = U {ye X : zEqy}

remax X remax X

el cual es el minimo (Q—cono que contiene a max X y tratar con el dlgebra booleana de todos
los R—conos clopen de Eg(méx X), el cual ya serfa cerrado con respecto a los “cuantificadores”
y por lo tanto una imagen homomérfica de (H,V,3). Para esto también es necesario conocer la
l6gica detras de tales estructuras, y por lo tanto reformular el teorema de Glivenko para la légica
intuicionista modal por una versién debilitada.

Para construir el dlgebra booleana asociada a un algebra de Heyting, se hizo uso del filtro de los
elementos densos a través del algebra cociente. Ahora, se estudiardn las propiedades del dlgebra
cociente asociada al filtro de los elementos super densos de un algebra monadica de Heyting.

Lema 7.1.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting. La formula V-—a < —~—Va vale en (H,V,3) si y sola-
mente si Eg(méx X) = max X.
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Demostracion.

Suponga que Fg(méx X) = mix X y sea x € ¢(——Va), luego existe y € méx X tal que xRy(x C y)
y y € ¢(—Va); asi se obtiene que y ¢ ¢(Va) y ademds existe z € X tal que yEgz y z € ¢(a). Ya
que Eg(méx X) = méx X entonces z € max X, y por lo tanto z ¢ ¢(——a) y ya que zQz se tiene
que x ¢ Y——a. Entonces V——a < —=—Va.

Contrariamente, suponga que existe x € max X y y € X \ mdx X tal que yRz y yEqgz. Ya que
y € méxX y méx X es un R—cono cerrado, existe a € H tal que maxX C ¢(a) y y € ¢(a).
Entonces V-—a = 1y = ¢ ¢(—=—Va). Por lo tanto se tiene que V—-—a < —=—Va no es valido en
(H,v,3). O

Proposicion 7.2.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting. Entonces Fsp = Fp si y solamente si V-—a < —-—Va.

Demostracion.
Suponga que V——a < ——Va para todo a € H y sea a € Fp, por lo tanto ~—a=1=V-—a=1=
-—Va=1yasia€ Fsp.

Por otro lado, suponga que V——a < ——Va no vale en (H,V,3); por el lema anterior, méx X &
Eg(méax X), por lo tanto existe x € X y y € X \méx X tal que yEgz. Ya que max X es un R-cono
cerrado y y ¢ mdx X entonces existe B €CONR(X) tal que mdx X C By y ¢ B. Observe que
=B = (R7}(B))¢ = 0 ya que mdx X C B implica que R~1(B) = X y por lo tanto ——B = X, es
decir, B es denso en CONg(X). Por otro lado si z € V(B) = (Q~1(B¢))¢, entonces x ¢ Q~1(B°), es
decir, para todo y € B « £qy, lo cual es una contradiccién con la existencia del y inicial. De esta
manera, ¢ € ¥Y(B) y ¢ € max X implican que x ¢ ——V(B); es decir, =—V(B) # X y asi se concluye
que B no es super denso en CONg(X). Ya que CONg(X) ~ H, se tiene que Fsp & Fp. O

En el caso de dlgebras de Heyting se demostrd que el dlgebra booleana de los elementos regulares
es isomorfa al cociente del dlgebra de Heyting por el respectivo filtro de elementos densos. A
continuacion se presentara una caracterizacién del cociente entre un dlgebra monddica de Heyting
y el filtro de los elementos super densos.

Proposicién 7.3.
Sea (H,V,3) dlgebra monddica de Heyting y Fsp el filtro monddico de los elementos super densos
de H. Entonces se satisface que

(1) a € H es super denso si y solamente si Eg(max X) C ¢(a).

(2) Eg(méxX) = ﬂaerD o(a).

Demostracion.
Usando la dualidad categérica y el lema 5.2(3) se tiene que a € H es super denso ssi =—V¢(a) = X
ssi max X C Vo(a) ssi Eg(max X) C ¢(a). O

Corolario 7.4.
El espacio dual de (H/Fsp,¥',3'), con la restriccion respectiva de los operadores V, 3, es isomorfo
a el espacio (Eg(méx X), ', R'.Q’) con la topologia y relaciones inducidas.

En el conjunto Eg(méax X), @ coincide con Eqg y por lo tanto @ es una relacién de equivalencia
en Fg(méx X). Més aun, el conjunto de todos los Q-conos clopen de Eq(méax X) constituye un
algebra booleana que resulta isomorfa a Hy/pg,nm,. Ademés Fsp N Hy coincide con el conjunto
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de todos los elementos densos de Hy y de la proposicién 1.4 se sigue que Hy/pqpnm, =~ R(Hp). Ya
que R(Hy) ~ (H/Fsp)o se sigue inmediatamente que H/Fsp = Mipc @3Ja = —V-a.

Con los resultados presentados anteriormente, se establecen preliminares para enunciar una versién
debilitada para logicas sobre Mipc del teorema de Glivenko; ya que con un razonamiento andlogo
para la versién intuicionista, se construyé un dlgebra monddica de Heyting que satisface WS5 a
partir de un algebra mondadica de Heyting. De esta manera se estd en la condicién de demostrar el
siguiente resultado

Teorema 7.5 (Teorema de Glivenko para légicas sobre Mipc).
Para cualquier I6gica intermedia L entre Mipc y WS5 y cualquier féormula A

WS5+- A« LF--04
Ademads, si A es una férmula completamente modalizada
WS5 A« LF—-—A4

Demostracion.
Suponga que L F —-—-A, ya que L C WS5, WS5 - ——0A +— 0OA y WS5F [OA — A; entonces
se sigue que WS5 - A.

Ahora suponga que L I/ =—=OA, por lo tanto existe un dlgebra monddica de Heyting (H,V,3) €
Var(L) tal que (H,V,3) £ -—0OA. Considere el algebra (H/Fsp,V',3), por la observacién in-
mediatamente anterior al teorema, (H/Fsp,V',3) E WS5, ademds ya que esta dlgebra es una
imagen homomérfica de (H,V,3), (H/Fsp,¥',3) = -—OA. Por el corolario 6.4, el espacio dual de
(H/Fsp,V',3') es isomorfo a Eg(médx X) el cual contiene a max X, y por lo tanto para cualquier
férmula B, B es valida en H ssi B es védlida en X ssi B es valida en méax X ssi B es vélida en
Eg(méax X) ssi B es vélida en H/Fgp.

Por esta tltima observacién se tiene que H/Fsp = ——0A de donde se sigue que (H/Fsp)o =
——0A; ya que (H/Fsp)o ~ R(Hp) el cual es un dlgebra booleana, se tiene que (H/Fsp)o = OA lo
cual implica que (H/Fsp)o & A; de esta manera se concluye que H/Fsp = A (prueba proposicién

3.3 (2)).

En el caso en que A sea una férmula completamente modalizada, de la proposicién 3.2 se tiene que
LFDOA+— OA. O

De la proposicién 3.3 se sigue que si A es una férmula fuertemente modalizada, entonces
S5+ A+ L-—A

Ms4s atin, ya que (H/Fsp,V',3') = WS5 @ L se tiene el siguiente resultado

Corolario 7.6.
Para cualquier Iégica intermedia L sobre Mipc y cualquier formula A

WS5pL+HA<— LF—--0A
si A es una férmula completamente modalizada

WS5dLFA<— LF—--A
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Ademas, si A es fuertemente modalizada
S5FA«— L+ —-—-A

La demostracion de la version del teorema de Glivenko para la 1égica intuicionista modal requirié
del uso de todas las propiedades estructurales que se encuentran detras de la logica; la constante
dialéctica entre la sintaxis y la seméantica, o mejor atn, la armonia que existe entre propiedades
sintdcticas, algebraicas o topoldgicas fue la poderosa herramienta que permitié llegar a la conclu-
sién de tal resultado.
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